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?? ? ? ? ?
　この小論では，粘性係数 の 2 次元 Navier–
Stokes 方程式の初期値問題
(1.1)　
の解 が，粘性係数ν→ 0
のとき，2 次元 Euler 方程式
(1.2)　
の解 に収束する速さを，
初期値 が
(1.3)
　 ，かつ，
　　　 のとき
をみたす場合に限って，考察しよう．
　Navier–Stokes 方程式の解の Euler 方程式の解への収
束については，今まで多くの研究が行われてきており，
それぞれの条件の下で結果が得られている（例えば，
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　Under the condition that the initial vorticity  satisfies  and  as , we prove 
solutions of 2 dim. Navier-Stokes equations converge solutions of 2 dim. Euler equations with rates of  as the 
viscosity  goes to 0. At the time of , the above rate of the convergence becomes in particular the necessary condition.
[1]，[2] 等）．それらの中で最も優れたものの一つは，本
学情報工学科水町氏が 1988 年に発表した [3] であろう；
同氏が示した結果を収束する速さに関する部分に限っ
て，少し簡略化して述べると次のとおりである．
　 のとき，(1.1) の解 ，(1.2) の
解 に対して
(1.4)　
が成り立つ．
　ここで， であり， は Hölder
連続関数の空間，すなわち
　
である．
　水町氏が示した上記の結果は，古典解に対する収束の
速さについての最良評価であると思われる．ただし，評
価式 (1.4) において，そのまま とすることはでき
ない．なぜならば，[3] の証明は，−Δが で
全単射であることに基づいており，よく知られているよ
うに，一般には，−Δは， で全単射とはならな
いからである．
　この小論では，仮定 (1.3) の条件下では，
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が成り立つこと，とくに， の場合については，(1.5)
が最良評価であることを示そう．
　改めて，得られた結果を述べると
??
　2 次元 Navier–Stokes 方程式，2 次元 Euler 方程式の
初期値 が，(1.3) および
(1.6)　
をみたすとき，(1.1) の解 ，(1.2) の解 に対して，粘
性係数に関する評価式 (1.5) が成り立つ．とくに，
の場合には，(1.5) が最良評価である．
?　簡単のために，初期渦の台は有界であると仮定した
が，(1.6) を で置き換えても定理は成立
する．
?? ????? ??????????
　(1.1)，(1.2) の両辺に rot を作用させて，それぞれの渦方
程式が得られる．
(2.1)　
(2.2)　
　まず，渦方程式 (2.1) の解を構成しよう．そのために，
次の熱方程式と楕円型方程式の対
(2.3a)  
(2.3b)  
の解を求めよう．
(2.3a) の解 は，熱核ポテンシャルを用いて
　
で求められる．
　さらに，極座標変換： ， ，
を行って，
　
　 
ここで，
　
　ただし， は 0 次変形 Bessel 関数
を用いて，
　　  
(2.4)
　　　　　　 
×
が得られる．
　すなわち，熱方程式 (2.3a) の初期値が の関数で
あるとき，解 も の関数：
　
であることがわかる．
　さらに，(2.3b) の解 は，
の解 を用いて
(2.5)　
　　　　　 
　　　　　 
で表される．
　このとき，(2.4)，(2.5) の解の対 は
(2.6)　
をみたすことが， が微分可能な場合には容易にわかる．
実際，
 
であるから，(2.5) と合わせて (2.6) が得られる．
　よって，線形微分方程式の対 (2.3a)，(2.3b) の解 (2.4)，
(2.5) はそれぞれ渦方程式 (2.1)，Navier–Stokes 方程式
(1.1) の解となっている．
　同様に， のとき，(2.3b) の解 (2.5) は
(2.6) をみたすから，
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(2.7)　
は，渦方程式 (2.2) の解（定常解）であり，さらに，
Euler 方程式 (1.2) の解は
(2.8)　
で与えられることがわかる．
　?　 の場合については，解の一意性から，渦方
程式 (2.2) の解は，定常解 (2.7) に限られるが，一方，
の場合については，解の一意性が成立するかどう
かは未知であり，渦方程式 (2.2) の解が定常解 (2.7) に限
られるかどうかはわからない．
　さらに，
　
　
を用いて， は
　
　　　　　×
と表されるから，(2.8) は
　　
(2.9)
 ×
と書き換えられる．
　よって，(2.4)，(2.5)，および，(2.9) から
　　
 ×
(2.10)
　　 
 ×
が成り立つ．
?? ?????
　ここでは，定理の証明に必要な補題を準備しておく．
?? ?
　 とする．このとき，
　　  
　　  
　　　  
(3.1)
　　　　　　　　
　　　
　　　　　　　　
　従って，とくに， のとき
　　  
　　  
(3.2)
　　　 
　　　 
　　　 ×
が成り立つ．
??
　部分積分を繰り返して
　
　
　
　
が得られる．
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よって，和をとる順序を交換して
　(3.1) の左辺
　
　
が導かれる．
さらに，直接の計算で
　 のとき
　　
　 のとき
　　
　 のとき
　　
　　　　　　　　 
が確かめられるから，
　(3.1) の左辺
　
　　
　　
　　
×
　　
　
　　
×
　　
ここで，右辺第 3 番目の項において，
で置き換えればよい． ［証明終］
?? ?
　
のとき，
(3.3)　
が成り立つ．
??
　 のとき
　
　
　
　
ここで， のとき
　
が成り立つから，
よって，
　
　
また， のとき， に対して， であ
るから，
　
　
以上から， のとき，(3.3) が得られる．ただし，
を用いた． ［証明終］
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?? ?
　 をλ次の変形Bessel関数とするとき，
定数 が存在して
(3.4)　 （ただし，左側の不等式
は のとき）が成り立つ．
??
　変形 Bessel 関数の積分表示（例えば，[4]，[5] 参照）
　 （ただし，
　 ）において，右辺の積分を，
　 で変数変換して
　
が成り立つ．
i )　 のとき
　 で， であるから
　
　
一方， のとき
　
　
　
ii )　 のとき
　
　
ここで，右辺第 2 項において， で変数変換す
ると
　
　 で， で
あるから
　右辺第１項
　
　右辺第２項
　
　
一方， のとき
　右辺第１項
　
　
　右辺第２項
　
　
よって，
　
が成り立つことがわかる．ただし，左辺の不等式は
のときに成立する．
　これより， の場合についても (3.4) が成り
立つことが導かれる． ［証明終］
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?? ?????????
(2.10) より
　
　　
　　×(4.1)
　　×
が成り立つ．
　 の場合に分けて証明する．
i )　 のとき
(4.1) より
　
　×
　
　×
右辺に，補題 1 (3.2)（ の場合である）を適用して，
　
　×
　×
　
が得られる．
　さらに，変形 Bessel 関数の漸化式：
を代入して
(4.2) 
が導かれる．
ii )　 のとき
仮定 (1.6) から， において であるから，
　
よって，(4.1) は
　
　×
　　
　×
と書き換えられる．
　このとき，補題 1 (3.1) を適用して，i ) の場合と同様な
計算により
　
　×
　
　
　　　　 
　
　
　さらに，変形 Bessel 関数の漸化式：
　 を代入して
(4.3)
  
　　  
を得る．
　このとき，(4.2)，(4.3) に，補題 3 を適用して， の
とき，
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(4.4)   
が成り立つことがわかる．
　次に，(4.4) が最良評価であることを示すために，初期
値 として次の特別な場合を考えよう．
(4.5)   
このとき，(2.10) より， をみたす点 において
　
　×
が成り立つことがわかる．
　よって，(4.2) を導いた計算と同様にして，(3.2) および
変形 Bessel 関数の漸化式を用いて
　
　　×
　　
　　
　　
　従って，補題 3 から， である点 において
　
が成り立つことがわかる．
　以上から，(4.4) と合わせて， のとき，(1.5) が最
良評価式であることが示された．
?? ? ? ? ??????????
　4. において， の場合について，(1.5)
を証明したので，一般性を失わずに
(5.1)　
であると仮定してよい．このとき，(2.10) より
　
　　×
(5.2)　
　　×
が成り立つ．
　 の場合について，(1.5) が成り立つことを示す．
(5.2) より
　
　　×
　　
　　×
であるから， とおくと
　右辺第１項 
　　　　　　　　×
　右辺第２項 
　　　　　　　　×
が成り立つ．
　まず， を評価しよう．補題 2 (3.3) を用いて
が成り立つことがわかる．よって，4i ) の場合と同様な
計算で
　　
(5.3)
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が成り立つことがわかる．
　次に， を評価しよう．補題 1 (3.2) より， に対
して
　
　　
　　
が得られる．実際，
　
　　
 
より，(3.2) 式右辺の第３項目 となるからである．さ
らに，
　
　　
　　
　　
　　
　　
　　
　　
　ただし，最後の等式では，変形 Bessel 関数の漸化式：
を代入した．
よって，
(5.4)
(5.3)，(5.4) に補題３を適用して，0 ＜ ＜ 1 の場合につ
いても (1.5) が成り立つことが示される． ［証明終］
????
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